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Resumen

Este articulo desarrolla patrones de muestreo Optimos para el disefio de control LQR con tiempo final libre en sistemas
no lineales. Para ello, la dindmica no lineal se representa a través del operador de Koopman, lo que permite aprovechar la
metodologia previamente desarrollada para sistemas lineales y aplicarla a la resolucién de este problema. Cuando la linealizacion
de Koopman es cerrada, la representacion del sistema no lineal mediante un sistema lineal de dimension finita resulta exacta.
Por el contrario, si la representacién es de dimensidn infinita, esta se trunca a un orden finito para disefiar patrones de muestreo
basados en el modelo lineal aproximado. Se presenta el marco tedrico que fundamenta la propuesta y se ilustra la eficacia del
método mediante diversos ejemplos representativos.
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Optimal sampling in nonlinear systems using the Koopman operator
Abstract

This paper develops optimal sampling patterns for free-final-time LQR control design in non-linear systems. To this end,
the non-linear dynamics are represented through the Koopman operator, which allows leveraging the methodology previously
developed for linear systems and applying it to solve this problem. When the Koopman linearization is closed, the representation
of the non-linear system by a finite-dimensional linear system is exact. Conversely, if the representation is infinite-dimensional,
it is truncated to a finite order to design sampling patterns based on the approximate linear model. The theoretical framework
underlying the proposal is presented, and the effectiveness of the method is illustrated through various representative examples.

Keywords: Optimal sampling, Optimal control theory, Applications of nonlinear analysis and design, Networked systems.

1. Introduccion plementacién importantes relacionados especialmente con un
ancho de banda limitado, lo que ocasiona la aparicién de re-

Los sistemas de control en red representan una clase de tardos, la pérdida de informacion o la sobrecarga y congestion
sistemas caracterizados por el hecho de que el lazo de con-  de la red, (Gautam et al., 2021). En particular, si el periodo
trol se cierra a través de una red de comunicaciones, (Zhao de muestreo es demasiado pequefio, se puede sobrecargar la
et al., 2015). Aunque los inicios de este concepto se remontan red al transmitir demasiados datos, causando pérdidas y retra-
a la década de los 80, (Halevi and Ray, 1988), es actualmente sos en la comunicacion y generando finalmente una degrada-
gracias a los avances en electrénica y computacién que goza cién general en las prestaciones de control. Por otro lado, si

de una gran popularidad. Los sistemas de control en red apor- € demasiado grande se pueden estar omitiendo aspectos de la
tan numerosas ventajas con respecto a los sistemas de control d%r%amlca del sistema que son cruciales para garantizar la est.a-
tradicionales pero también representan retos de disefio e im- bilidad y desempefio del control. Es por ello que es de especial
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importancia generar adecuadamente la cantidad de datos a in-
tercambiar entre los diferentes componentes de un sistema de
control en red.

El control digital se ha basado tradicionalmente en mues-
treo periddico, adoptado principalmente por la facilidad que
ofrecia para aplicar herramientas matemadticas como la teorfa
del muestreo y la transformada . En los primeros sistemas,
la limitada capacidad de computo y el alto costo de la me-
moria planteaban restricciones significativas, lo que impulsé
la investigaciéon de métodos de muestreo mds eficientes que
pudieran reducir la carga de cdlculos y almacenamiento de
datos. Esto condujo a cuestionamientos sobre si el muestreo
periddico era realmente la mejor opcidn, (Dorf et al., 1962),
dando lugar a diversas alternativas en las décadas de 1960 y
1970, (Dorf et al., 1962)-(Hsia, 1974). Con la disminucion de
los costos de electrénica y el aumento del poder de computo,
el muestreo periddico se consolidé como la préictica predomi-
nante. Hoy en dfa, la aparicion de sistemas de control en red
con ancho de banda limitado ha vuelto a poner de relevancia la
optimizacién de los instantes de muestreo, (Bini and Buttazzo,
2014). El problema de muestreo 6ptimo para control consis-
te en seleccionar N sefiales de control u;, aplicadas mediante
un retenedor de orden cero (ZOH) a la planta continua, junto
con los instantes de aplicacidn #;, de manera que se minimice
un funcional de desempefio del sistema, (Bini and Buttazzo,
2014; Balaguer and Arino, 2021).

La solucion del problema de optimizacién no es posible,
en general, de forma analitica cerrada y en consecuencia se
han utilizado métodos numéricos para ello. En (Balaguer and
Alfonso-Gil, 2022) para el caso escalar y en (Balaguer and
Arino, 2021) para el caso general de un sistema multivariable
de dimension arbitraria, se aborda el disefio de la secuencia
de instantes de muestreo para el control LQR con tiempo final
libre. Para ello, se propone un algoritmo basado en progra-
macién dindmica, escalable con el nimero de muestras, que
computa numéricamente la politica de muestreo que minimi-
za dicho criterio de coste sobre un horizonte discretizado. El
problema estd formulado para un sistema continuo en el que
el conjunto de entradas de control estd constituido por sefiales
continuas a trozos. Para su solucion, se discretiza exactamen-
te el sistema continuo original bajo esas sefiales de control y
se resuelve numéricamente el problema de optimizacién de
muestreo y control LQR sobre el modelo discretizado. La so-
lucién del mismo problema para sistemas no lineales es consi-
derablemente mas complicada, ya que el control éptimo resul-
tante deja de admitir una caracterizacion explicita como en el
caso LQR y, en general, debe abordarse mediante condiciones
necesarias de optimalidad basadas en el principio del maxi-
mo o en la ecuacién de Hamilton—Jacobi—Bellman (Oishi and
Sakamoto, 2021; Hammer, 2023).

El objetivo del presente trabajo es extender los resulta-
dos de sistemas lineales a sistemas no lineales representados
a través del operador de Koopman. El operador de Koopman
constituye una representacion lineal, de dimension potencial-
mente infinita, que captura exactamente la dindmica de un sis-
tema no lineal (Mauroy et al., 2020). El uso del operador de
Koopman ha recibido una gran atencién en los ultimos afios

por sus aplicaciones en el andlisis y disefio de sistemas de con-
trol (Mauroy et al., 2020), ya que permite extender de forma
directa muchas de las herramientas disponibles en el caso li-
neal a sistemas no lineales. En el contexto del problema de
muestreo 6ptimo que se plantea, la ventaja del uso del opera-
dor de Koopman radica en que se puede aplicar el formalismo
ya desarrollado para sistemas lineales en (Balaguer and Arino,
2021) a sistemas no lineales. A este respecto, la contribucién
fundamental de este articulo radica precisamente en la inter-
seccidon de ambas metodologias: hasta donde alcanza el cono-
cimiento de los autores, esta constituye la primera vez que se
emplea la representacion del operador de Koopman para abor-
dar y resolver el problema de disefio de secuencias de mues-
treo 6ptimo en sistemas no lineales afines en el control. En
particular, en este trabajo se estudiaran los sistemas continuos
no lineales cuya linealizacién por el operador de Koopman sea
afin en el control, es decir, dé lugar a un sistema lineal de con-
trol en la forma 7 = Mz + Bu. Para este caso, se analizaran dos
situaciones: i) cuando el proceso de linealizacion es cerrado,
esto es, da lugar a un sistema lineal finito-dimensional, y ii)
cuando da lugar a un sistema lineal infinito-dimensional. En
este ultimo caso, el sistema infinito-dimensional se truncara a
un cierto nivel de aproximacion lineal p.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente forma. La
Seccidén 2 describe la formulacién del problema y la metodo-
logia abordada para su solucién. La Seccién 3 muestra algunos
ejemplos de aplicacion del enfoque propuesto. Finalmente, la
Seccién 4 contiene las conclusiones y lineas futuras de inves-
tigacion.

2. Formulacion del problema y metodologia

Sea un sistema de control no lineal afin dado por':

X = f(x)+ g(u, x(0) = xo ey

donde x € R" y u € R. Para este sistema se desea encontrar
el regulador cuadratico 6ptimo a tiempo finito libre, Ty, de tal
forma que se minimice el funcional J(u) definido por:

Tn
J(u) = f X" Q@) x(0) + u®)" Rty u(D)| d+x(Ty)"'S x(Tw)
0

2
donde Q = Q7 > O mientrasque R=R" >0y S = ST > 0.
Se asume que el sistema no lineal estd controlado por una
sefial de control constante a trozos dada por u(f) = u; para
1 € [tx, frs1) con {u )}~ constante. EI problema del muestreo
Optimo consiste en dado un entero finito N, encontrar los ins-
tantes de muestreo {tk}kl":‘o1 con ty_; = Ty (libre) y los valores
de la sefial de control {u}y " que minimicen (2). Para ello
se va a representar el sistema no lineal (1) mediante un siste-
ma lineal al que se le van a aplicar las técnicas de (Balaguer
and Arino, 2021). En este trabajo se ha utilizado el enfoque
de (Goswami and Paley, 2022) para generar un sistema lineal
equivalente a (1). La solucién formal de (1) se puede escribir

en forma integral como:

x() = xo + j(; J(x()dr + fo gx(m)u(rydr  (3)

'Por claridad, se omite a lo largo del trabajo la dependencia temporal de las funciones con el tiempo, x = x(1), u = u(f).
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Definiendo el flujo inducido por el sistema no auténomo en la
forma, (Brunton and Kutz, 2019):

1%%#0k=mﬂ£f@KMMDWﬁLgGXMMDMﬂM

podemos re-escribir (3) como x(r) = F(xo, u(-)). A partir del
operador F;(xg, u(-)), y con objeto de aplicar la teoria de Koop-
man a este tipo de sistemas, consideramos el espacio vectorial
de funciones C = {z : R” — R| z € C!}. Las funciones en este
espacio reciben el nombre de observables en el contexto de
la teorfa de Koopman. Ahora, podemos definir el operador de
Koopman como K;,z(xo) = zo Fi(xo, u(-)) = z(Fi(xo, u(-))), es
decir, el operador proporciona para cada ¢ el valor del observa-
ble en ese instante a lo largo de las soluciones del sistema no
lineal. Podemos definir su generador infinitesimal local como:

’ 2(Fy(x0, u(-))) — z2(x0)
tl—r>r()1 t

Vz(x0)" f(x0) + Vz(x0)" g(xo)u(0)  (4)

con lo que la dindmica del sistema en el espacio de observa-
bles estd descrita por:

Lz(x0, u)

2= f(x)"Vz(x) + u(t)g(x)" Vz(x) ®)

y el sistema no lineal (1) se representa a través del modelo li-
neal y exacto en el espacio de observables (5). El precio que
se paga por la linealizacidn exacta es que el sistema resultante
tiene, en general, dimension infinita en lugar de finita. Si existe
una funcién T : C — R” tal que x = T'(z), entonces el sistema
no lineal en R” se ha representado mediante un sistema lineal
en C, es decir, la dindmica no lineal en R" queda codificada
en la dindmica lineal en C. Por tanto, se necesita que los ob-
servables estén elegidos de una manera juiciosa para que se
pueda recuperar el estado a partir de la dindmica lineal en C'y,
entonces, el operador de Koopman se puede interpretar como
una transformacion de coordenadas en el sistema que lo linea-
liza globalmente. Si la dindmica del sistema no lineal esta res-
tringida a un conjunto compacto K C R”, entonces existe un
conjunto numerable y denso de funciones {z,} , tal que cual-
quier observable puede aproximarse arbitrariamente bien me-
diante combinaciones lineales de dichos elementos. Por otra
parte, si el generador infinitesimal del operador de Koopman
admite un conjunto discreto de funciones propias que consti-
tuye un sistema generador (o un conjunto denso) en el espacio
de observables, entonces es natural seleccionar precisamente
este conjunto como sistema generador. En tal caso, cualquier
observable puede expandirse en términos de estas funciones
propias y, por tanto, la dindmica se representa de manera li-
neal en coordenadas de Koopman. Las funciones propias, z,,
serdn aquéllas que cumplan:

fTVZn + MgTVZ,, = Ap2, (6)

para algin A,,, llamado valor propio asociado a la funcién pro-
pia z,,. Por tanto, las funciones propias son las soluciones de la
ecuacion en derivadas parciales (6). De esta forma, podemos
considerar una base formada por funciones propias {z,},- ;. Si
existe un entero finito m tal que cualquier observable w € C
se puede expresar como combinacion lineal de un conjunto
pre-definido de m funciones propias, w = )| u;z;, entonces

el sistema no-lineal original estd representado por un sistema
finito-dimensional lineal en C. Esta es una circunstancia espe-
cial que en general no ocurre salvo para algunos sistemas no-
lineales en concreto. A veces, aunque el sistema de Koopman
sea infinito-dimensional, es posible aproximarlo como un sis-
tema finito truncando el nimero de observables utilizados. La
eleccién de un buen conjunto de observables no es trivial, ya
que debe capturar adecuadamente la dindmica del sistema. La
componente Vz(xq)T f(xo) es lineal en z pero Vz(xo)T g(xo)u(r)
puede no serlo, ya que el observable z multiplica a la sefial
de control u. Si el conjunto {z,}, de funciones propias del
operador de Koopman constituye un espacio invariante para el
operador g’ V, entonces el sistema es bilineal, (Goswami and
Paley, 2022). En este trabajo, nos vamos a restringir al caso en
el que el operador de Koopman puede ser representado en una
forma afin en el control, lo que representa una clase limitada
de sistemas, mientras que el caso general bilineal serd tratado
en trabajos posteriores. El sistema truncado en el espacio de
Koopman adopta una forma estrictamente afin en el control
Z = Mz + Bu, con una matriz de entrada B constante, si y solo
si el vector de observables z(x) y el campo vectorial de entra-
da g(x) satisfacen la condicién g(x)"Vz = B. En la siguiente
seccion se presentan varios ejemplos de sistemas para los que
el enfoque propuesto resulta de interés, incluyendo aquellos
que admiten una representacion lineal exacta o aproximada
mediante un nimero finito de términos.

2.1. Formulacion del problema de control optimo para el
sistema linealizado

Una de las cuestiones que aparece al resolver el proble-
ma del muestreo 6ptimo a través del modelo lineal es que la
dimensién del sistema linealizado es diferente a la del siste-
ma original. Por tanto, el funcional (2) debe adaptarse a este
nuevo marco. Es habitual considerar matrices de ponderacion
diagonales, Q = diag(q) y S = diag(s), asociadas a los vec-
tores de pesos g7 = (q1.q2s...+qn) Y ST = (51,52,...,5,).
Dado que la transformacién de Koopman introduce un espa-
cio de observables de dimensién p > n, es necesario exten-
der dichas ponderaciones al espacio elevado. Para ello, se uti-
liza la misma estructura funcional definida por los observa-

bles. En particular, si z = (zl(x),@(x), ... ,zp(x))T, los vec-
tores de pesos en el espacio de observables se definen como
g5 = (@@ 2. ..2p@) ¥ 5 = (a().22(5)......5p(5)).
De este modo, cada observable hereda la ponderacién de
las variables originales que intervienen en su definicién. Por
ejemplo, si zx(x) = x;, entonces g, x = gi. Si zx(x) = xiz, en-
tonces g x = ql.z, y si zx(x) = x;x;, entonces g, = g;q,. Esta
construccién preserva la importancia relativa asignada a los
estados originales y proporciona una extension consistente de
las ponderaciones al espacio de observables. Las matrices de
ponderacion del problema lineal cuadrético en el espacio ele-
vado se definen entonces como Q, = diag(q.), S . = diag(s,),
y el funcional de coste adoptado es:

Ty
J(w) = f 2" Qu(0)2(0) + ut) Ryu()| di+2(Tw)''S 2(T),
0

el cual se emplea para obtener la solucién del problema de
control 6ptimo mediante el procedimiento descrito en (Bala-
guer and Alfonso-Gil, 2022). Las sefiales de control serdn con-
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tinuas a trozos y la solucioén se calculard a través de la discreti-
zacion exacta del sistema linealizado y la resolucién numérica
del problema de control resultante.

3. Ejemplos de aplicacion

En esta seccion se presentard el operador de Koopman pa-
ra algunos sistemas no lineales y el resultado del proceso de
optimizacién de los instantes de muestreo para los sistemas
lineales obtenidos.

3.1.  Sistema planar con linealizacion finita

Sea el sistema planar dado por:

fCl = MuX1 (7)
X = Alxy—xD) +bu 8)
y = X 9

Este sistema admite una linealizacion global en C finita. Para
ello, se proponen los observables z; = xj, 22 = X2y 23 = x%,
y el sistema planar (7)-(8) se puede escribir de forma exacta
como el sistema lineal de orden 3 dado por:

= Mz+ Bu (10)
y = Cz (11)
donde
u 0 0
M= 0 a2 -a (12)
0 0 2u
y
0 0
B=|b |, CcT=|1 (13)
0 0

El estado original se puede obtener a partir del valor de z;
y 22. A modo de ejemplo, consideremos el sistema no lineal
(7)-(8) con pardmetros u = -2, 4 = -1,y b = 1. Se propo-
ne el disefio del controlador LQR discreto con las matrices de
coste Q = diag(0,10,0) y R = 1. Primeramente se disefia la
accién de control discreta ptima con un tnico intervalo de
tiempo 6ptimo N = 1, cuya duracién es igual a T(’; = 0,47s.
La duracién del intervalo de tiempo 6ptimo se han calculado a
través del enfoque de (Balaguer and Arino, 2021), basado en
la programacién dindmica. La Figura 1 muestra dicha accién
de control optima discreta ;. junto con la salida y; del siste-
ma no lineal (7)-(8). En la misma figura también se muestra la
accion de control optima u(?)* y su salida y(r)* obtenida em-
pleando el control LQR continuo. Si se incrementa el nime-
ro de intervalos de la accién de control a N = 10 se obtiene
una salida mucho mads parecida a la que proporciona el disefio
LQR continuo, tal como puede verse en la Figura 2. En este
caso, el incremento del coste del control dptimo discreto es
solamente un 0,2 % superior al del control LQR continuo.

™
u'(t)

1 15 2
time (sec)

Figura 1: Salida y{(#) del sistema no lineal (7)-(8) con acci6n de control con
intervalos de tiempo Sptimos, uj (f), con N = 1, y su comparacién con la sali-
da y(#)* obtenida mediante accién de control continua u(f)* del LQR clasico.

— %
Y

o =N WwWsdOo
T
I

20 1 1 1

0 05 1 15 2
time (sec)

Figura 2: Salida y,’;(t) del sistema no lineal (7)-(8) con accién de control con
intervalos de tiempo 6ptimos, u(#), con N = 10, y su comparacion con la sa-
lida y(r)* obtenida mediante accion de control continua u(¢)* del LQR clésico.
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Figura 3: Incremento del coste LQR al emplear la accién de control discreta
uy con N intervalos de tiempo Gptimos 7} con respecto al coste LQR 6ptimo
continuo dado por la accién de control dptima u(f)*.
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Figura 4: Salida y{(#) del sistema no lineal (7)-(8) con acci6n de control con
intervalos de tiempo Sptimos, uj (f), con N = 4, y su comparacién con la sali-
da y(#)* obtenida mediante accién de control continua u(f)* del LQR cldsico.

En la Figura 3 se muestra el incremento del coste LQR
discreto con respecto al continuo en funcién del nimero de
cambios en la accién de control N. Puede verse que a partir de
N = 4 el incremento del coste es menor de un 1 %, si bien para
valores mds elevados de N la mejora es marginal. Por tanto, se
considera que un disefio con N = 4 intervalos de control da
lugar a un coste y una salida similares al control continuo, tal
como puede verse en la Figura 4.

3.2.  Sistema de orden 3 con linealizacion finita

Sea el sistema dado por:

X o= —x (14)
B o= X -2x (15)
X3 = 3x1xy—3x3+bu (16)

y = X 17

En las nuevas variables, z = x1, 2 = X2, 23 = X3, 24 = X7,
75 = X1X2 Y 26 = x?, el sistema (14)-(16) se puede escribir
como (10)-(11) con

-1 0 0 0 0 0
0 -2 0 1 0 0
0 0 -3 0 3 0
M=o 0 0 =2 0 o (18)
0 0 0 0 -3 1
0 0 0 0 0 -3
y
BT = b[001000] (19)
C = [001000] (20)

De la estructura de 1a matriz (18) se observa que la dindmi-
ca original del sistema se puede recuperar de z;, zo y z3. En
este caso se disefa el controlador LQR con 6 instantes de
muestreo con las matrices de coste Q = diag(0, 0, 10,0,0,0) y
R =1,y valor b = 1. Enla Figura 5 se muestra la salida y; del
sistema no lineal (14)-(16) cuando se aplica la accién de con-
trol 6ptima ;. con intervalos de tiempo 6ptimos 7; y la accion
de control 6ptima u(?)*, y su salida y(#)* obtenida empleando

el control LQR continuo. Al igual que en el caso anterior, la
trayectoria Optima discreta con un niimero finito de muestras
y la continua son muy parecidas. El valor N = 6 se ha selec-
cionado como compromiso entre la complejidad del esquema
de muestreo y la mejora del funcional de coste, como se ha
discutido en la Seccién 3.1. Dicho niimero de muestras incu-
rre en un incremento del coste del 1,9 % con respecto al coste
LQR continuo.

8 — Y%
— Y

0 05 1 15 2

time (sec)

Figura 5: Salida y;(¢) del sistema no lineal (14)-(16) con accién de control
con intervalos de tiempo Gptimos, uz(t), con N = 6, y su comparaciéon con
la salida y(¢)* obtenida mediante accién de control continua u(r)* del LQR
clasico.

3.3.  Sistema con linealizacion infinita aproximado

Ahora consideremos un sistema que no admite una linea-
lizacién global finita, pero admite una infinita con diferentes
grados de aproximacidn, para diferentes 6rdenes de trunca-
miento o aproximacion. Consideremos un sistema planar dado
por:

X1 = ax;+bxy+ku 21
o = f(x) (22)
y = x (23)

donde f(x,) es una funcién no-lineal, por ejemplo, polinomial.
El operador de Koopman es infinito, pero puede truncarse a
diferentes 6rdenes para obtener sistemas linealizados aproxi-
mados. Por ejemplo, para la funcién f(x;) = —x, + x% si trun-
camos el operador de Koopman a orden 5 y elegimos como
observables las variables z; = x1, 22 = X2, 23 = xg, 4 = xg y
75 = x;, (21)-(22) se representan como (10)-(11) con:

a b 0 0 0

0 -1 1 0 0
M=l0 0 -3 3 0 (24)

0 0 0 -5 5

0 0 0 0o -7

y

BT = k[10000] (25)
C = [10000] (26)

La evolucién de las variables de estado originales se puede
recuperar de los observables z; y z2. A modo de ejemplo con-
sideremos el sistema cona = —1, b = 1y k = 1. Disefiando
un controlador LQR con 5 instantes de muestreo y matrices de
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coste Q = diag(10,0,0,0,0) y R = 1, la Figura 6 muestra la
salida y; del sistema no lineal (21)-(22) al aplicar la accion de
control 6ptima ;. junto con los intervalos de tiempo 6ptimos
7;,conN = 5. Asimismo, se compara con la accién de control
Optima continua u*(¢) y la salida correspondiente y*(#) obteni-
das mediante un controlador LQR continuo disefiado para el
sistema lineal aproximado. Al igual que en los casos anterio-
res, la salida con el control discreto 6ptimo es muy parecida
a la salida del control 6ptimo continuo pues el incremento del
coste es del 2,0 % con respecto al coste LQR continuo.

0.5 T T T T T
0.4 | 1
0.3 | i
0.2 | i
0.1 1
O |
-0.1
0 1 2 3 4 5 6
0 . ; :
-0.5 u; 1
T v
1.5 :
2 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6
time (sec)

Figura 6: Salida y,’;(t) del sistema no lineal (21)-(22) con accién de control
con intervalos de tiempo Optimos, u;(f), con N = 5, y su comparacién con
la salida y(¢)* obtenida mediante accién de control continua u(r)* del LQR
clasico.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha abordado el problema del muestreo
Optimo para sistemas no lineales mediante el uso del operador
de Koopman. La contribucién principal consiste en extender a
sistemas no lineales el marco metodolégico previamente desa-
rrollado para sistemas lineales en (Balaguer and Arino, 2021)
y (Balaguer and Alfonso-Gil, 2022), aprovechando la capaci-
dad del operador de Koopman para proporcionar una repre-
sentacion lineal (posiblemente infinita, pero truncable en ese
caso) de la dindmica original. Esta aproximacién permite apli-
car de manera directa técnicas consolidadas para el muestreo
Optimo en sistemas lineales, evitando la necesidad de recurrir
a formulaciones especificas para cada tipo de no linealidad o
a procesos de optimizacion costosos. El trabajo ha mostrado
que, para clases relevantes de sistemas no lineales cuya linea-
lizacién de Koopman es afin en el control, es posible obtener
de forma sistemdtica conjuntos de instantes de muestreo apro-
piados mediante una estrategia totalmente andloga a la utili-
zada en el caso lineal. Los ejemplos presentados ilustran la
viabilidad del procedimiento y evidencian que la aproxima-
cién basada en Koopman constituye una herramienta eficaz
para extender técnicas lineales de control 6ptimo al &mbito no
lineal con un coste computacional asumible. Si bien este tra-
bajo establece las bases metodoldgicas del enfoque propuesto,
la cuantificacidn exhaustiva de sus ventajas frente a la literatu-
ra existente constituye un objetivo central a corto plazo. Como
trabajo futuro, se llevard a cabo una comparativa sistematica
con métodos alternativos de muestreo 6ptimo para sistemas

no lineales como el de (Gu and Mei, 2021). Complementaria-
mente a esta validacion, resulta necesario estudiar el impacto
del orden de truncamiento y la influencia de las matrices de
ponderacion en el criterio de optimalidad. Finalmente, una ex-
tension natural de este formalismo consistird en su aplicacién
para la obtencion de instantes de muestreo optimos en siste-
mas bilineales, dado que este tipo de sistemas surge de forma
recurrente dentro del enfoque de Koopman.
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