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Resumen

Este trabajo presenta un estudio descriptivo, transversal y cualitativo de los
procedimientos de resoluciéon de problemas utilizados por un grupo de estudiantes
universitarios de primer curso en respuesta a un conjunto especifico de problemas de
razonamiento cuantitativo (RC). El objetivo de la investigacion es analizar las respuestas
de los estudiantes a los problemas planteados para evaluar su rendimiento en
razonamiento cuantitativo y determinar si se ajusta al constructo esperado, segun el
cual los problemas de RC estan asociados a los procesos de andlisis necesarios para su
resolucion (a saber, generalizacion, ejemplificacion y validacidn). La muestra para el
estudio consistio en un grupo de 20 estudiantes universitarios de primer curso (edad
media 19,85 + 0,81 afios). Los datos se obtuvieron a partir de una Unica recogida de
datos de cada participante en forma de entrevista cognitiva durante la realizacién de
una prueba de acceso a la universidad que constaba de ocho problemas de RC.
Previamente a la realizacién de la prueba, los problemas fueron evaluados por expertos
y asociados a una serie de procesos y procedimientos de andlisis (categorias de andlisis)
necesarios para su resolucién. El analisis de las entrevistas mediante protocolos de
pensamiento en voz alta reveld que los procedimientos asociados a cada proceso de
analisis coincidian en la mayoria de los casos con los procesos y procedimientos
previstos por los expertos. Las conclusiones del estudio ofrecen valiosas perspectivas
para los desarrolladores de pruebas de evaluacién RC.

Palabras clave: razonamiento cuantitativo; matematicas; solucion de problemas;
generalizacién; alumnado universitario

Abstract

This work presents a descriptive, cross-sectional, qualitative study of the problem-
solving procedures used by a group of first-year university students in response to a
specific set of quantitative reasoning (QR) problems. The aim of the research is to
analyze the students’ responses to the problems posed in order to assess their
quantitative reasoning performance and determine if it matches the expected
construct, according to which QR problems are associated with the analysis processes
necessary for their resolution (namely, generalization, exemplification and validation).
The sample for the study consisted of a group of 20 first-year university students (mean
age 19.85 1 0.81 years). The data were obtained from a single data collection from each
subject in the form of a cognitive interview during the completion of a university
admissions test comprising eight QR problems. Prior to testing, the problems were
assessed by experts and associated with a series of analysis processes and procedures
(analysis categories) necessary for their resolution. The think-aloud protocol analysis of
the interviews revealed that the procedures associated with each analysis process
coincided in most instances with the processes and procedures predicted by the
experts. The findings of the study offer valuable insights for QR assessment test
developers.

Keywords: quantitative reasoning; mathematics; problem solving; generalization;
university students
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Como parte del estudio de las funciones cognitivas superiores, especificamente el
razonamiento para la resolucidn de problemas es fundamental conocer cuales son los procesos
que realizan los individuos para obtener la respuesta de los enunciados. Esto se debe a que los
constructores de problemas pueden considerar que el proceso de solucion requerido en un
problema es muy complejo o ingenioso, pero los sujetos pueden utilizar alguna estrategia no
considerada por los constructores, como la reproduccién de un algoritmo memorizado o algin
truco basado en el formato de la pregunta. Las estrategias utilizadas por los estudiantes al
resolver los problemas que componen una prueba son parte de las evidencias requeridas para
justificar las inferencias que se deriven de su aplicacion (AERA, APA, NCME, 2014), ademas
conocer con detalle la forma en la que los estudiantes resuelven los problemas permite
determinar si se adecuan al propdsito tedrico para el cual fueron elaborados.

Un tipo particular de razonamiento matematico es el razonamiento cuantitativo (RC),
definido como “la habilidad para analizar informaciéon cuantitativa y determinar cudles
procedimientos pueden ser aplicados a un problema para determinar su solucién” (Dwyer et al.,
2003, p. 1). Esta definicidn indica que el RC considera los procesos de analisis realizados con
informacidn cuantitativa, como organizar la informacidn dada, realizar deducciones a partir de
objetos matematicos o integrar distintos enunciados matemdticos para desarrollar una
conclusién. Ademads, la definicion indica que el RC incluye la determinacion de los
procedimientos requeridos para llegar a una solucion, es decir, el planteamiento de la estrategia.

Rhodes (2010) identifica seis componentes del RC: representacidon, comunicacion,
interpretaciéon, cdlculo, aplicacién-anadlisis y generacion de supuestos, los cuales tienen
concordancia con los presentados en categorizaciones realizadas por otros autores (Brito, 2014;
Dwyer et al. 2003; Mayes et al., 2013). No es posible elaborar problemas dirigidos
especificamente a evaluar uno de estos componentes, ya que la mayoria de los problemas
presentan al menos tres de ellos, aunque, se determina que la interpretaciéon y la aplicacién-
andlisis son inherentes a los problemas de RC, mientras los restantes componentes no
necesariamente deben estar presentes.

Este trabajo se enfoca en el componente de aplicacion-analisis, definido por Rhodes
(2010) como la habilidad para realizar juicios y desarrollar conclusiones apropiadas basadas en
el andlisis cuantitativo de los datos. Considerando que la capacidad de aplicacién-analisis
demandada para cada problema puede presentar diferentes facetas y utilizando los nueve
procesos sugeridos por Jeannotte y Kieran (2017): generalizacidn, conjeturar, identificar un

patrdn, comparar, clasificar, justificar, probar, demostrar y ejemplificar. Se plantea que dentro
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del RC el componente aplicacidon-andlisis es el que incorpora propiamente estos procesos,
directamente relacionados con la accion de razonar sobre hechos matematicos previamente
identificados (en la interpretacién).

En la Universidad de Costa Rica (UCR) se desarrolld la Prueba de Habilidades Cuantitativas
(PHC), dirigida a medir el RC de los aspirantes a carreras de la UCR que en los diferentes cursos
de sus programas de estudio requieren de la matematica (Viquez et al., 2021). Mediante el
analisis de la resolucién de los problemas de RC de la PHC, los investigadores a cargo de las
pruebas han identificado cuatro procesos de analisis utilizados: generalizar, ejemplificar, validar
y relacionar (Viquez et al., 2021), que se diferencian en el qué hacer con la relacién establecida
entre los datos o para qué se utilizard dicha relacidn, como se puede ver en las siguientes
definiciones.

1. El proceso de generalizar demanda inferir una relacién recursiva entre cantidades u
objetos matematicos de una secuencia dada, con la cual se puede inferir una propiedad sobre
otras cantidades u objetos matemdticos que estarian en la secuencia, pero los cuales no han
sido dados (Jeannotte y Kieran, 2017; Canadas et al., 2007; Stylianides, 2008). Este proceso se
asocia al paso inicial de la construccién de enunciados matematicos: la elaboracion de
conjeturas.

2. En el proceso de validar se busca determinar el valor de verdad de una proposicién
matemadtica no elemental por medio del analisis riguroso de la proposicién (Cabassut, 2005;
Cafadas et al., 2007; Lithner, 2008). En el caso de la busqueda intencionada de contraejemplos,
se realiza un procedimiento justificado que pueda llevar a la construccidon de un contraejemplo,
lo cual va mas alld de generar ejemplos de forma aleatoria. Por otro lado, para llegar a la
veracidad de una proposicidn se debe realizar una justificacion rigurosa de esta, basada en una
secuencia de argumentos légicos.

3. El proceso de relacionar se basa en plantear alguna conexion entre los objetos dados
en el enunciado, con el fin de obtener piezas de informacidn que lleven a la respuesta buscada.
Una parte elemental de este proceso es establecer una representacion adecuada de la relacién
de los objetos, la cual puede implicar diagramas, cuadros, formulas conocidas o traducciones de
la informacion a lenguaje matematico u ordinario. Se considera que el proceso de relacionar se
manifiesta mediante el establecimiento de relaciones entre hechos matematicos, las cuales
pueden utilizarse para construir una nueva cantidad, que puede obtenerse mediante una

comparacién o la covariacion entre cantidades (Muzani et al., 2018; Thompson, 2010).
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4. Por ultimo, ejemplificar requiere generar casos particulares de una proposicidén
matemadtica no elemental (en la PHC se define una proposicion matematica elemental como
aquella basada en la aplicacién directa de algoritmos indicados explicitamente en el enunciado,
por ejemplo: analice si la ecuacién x*+1=0 tiene una Unica solucién). Por medio de la generacién
de ejemplos es posible analizar propiedades de la proposicion matematica sin el andlisis
especifico de la proposicién como un todo. Un ejemplo genérico es cuando una justificacion se
basa en un ejemplo concreto, visto como un representante caracteristico de su clase, “la
justificaciéon se refiere a propiedades abstractas y elementos de una familia, pero esta
claramente basado en el ejemplo” (Marrades y Gutiérrez, 2000, p. 92). En el caso de encontrar
algun ejemplo que no cumple una conjetura, se puede concluir que esta conjetura no es
verdadera; mientras que, si se cumple para todos los casos seleccionados, se puede confiar en
su veracidad (al haber sido sometida a comprobacién). En ocasiones, la ejemplificacion se
considera un proceso auxiliar a los anteriores, puesto que puede usarse para establecer
relaciones que permitan obtener una cantidad nueva o un objeto matemadtico, hacer una
generalizacidn o realizar una validacién (Mason, 1982; Pélya, 1968).

Uno de los medios para conocer el razonamiento de los estudiantes y determinar cual de
los anteriores procesos estan aplicando es la entrevista cognitiva, como “herramienta para
analizar los mecanismos cognitivos involucrados en el proceso de contestar las preguntas de un
cuestionario, y asi detectar problemas en los distintos momentos de este proceso” (Smith-
Castro y Molina, 2011, p. 6). Exponiendo a los estudiantes a la resoluciéon de problemas por
medio de protocolos de pensamiento en voz alta (think aloud), el cual es atil para determinar
qué estrategias emplean los estudiantes, ver si coinciden con las sefialadas por los expertos y si
son imprescindibles para resolver correctamente los problemas (Brizuela et al., 2016). A pesar
de que esta técnica puede tener algunas limitantes, ya hace tiempo que Ericcson y Simon (1980)
indicaron que la aplicacién de protocolos de pensamiento en voz alta no parece afectar el
resultado al resolver problemas.

En este trabajo, como los problemas de RC demandan procesos de resolucién distintos,
aparte de analizar los problemas de RC planteados para asociarlos a los procesos de andlisis
requeridos, pretendemos conocer si los procesos de resolucién ejecutados por los estudiantes
en la PHC corresponden con los esperados, segln el equipo de expertos y la teoria. Por un lado,
en el caso especifico de la PHC, el analisis de esta concordancia es relevante debido a que la
prueba se construye con base en estos procesos y si hay una mala especificacion de ellos se

puede desarrollar una prueba con una sub-representacién de los procesos que se pretenden
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evaluar. Por otro lado, el analisis de la concordancia es relevante para la comunidad
investigadora en educacién matematica porque se pueden evidenciar problemas que, segin

expertos en matematica, se resuelven de una forma, pero el estudiantado los aborda de otra.

Método

Participantes

La muestra estuvo conformada por 20 estudiantes de primer ingreso de la Universidad de
Costa Rica (UCR) que realizaron la Prueba de Habilidades Cuantitativas (PHC) como requisito de
admisién. Fueron seleccionados intencionalmente, de forma no probabilistica y a conveniencia,
debido a que presentaron notas altas en la prueba (mas de un 80% de aciertos) y, por ende, se
considerd que podian dar informacidn sobre los procesos mads efectivos para la resolucién de los
problemas. La muestra estaba formada por 10 de varones y 10 de mujeres, con edades
comprendidas entre los 19 y los 22 afios (M = 19.85 afios, DT = 0.81), la mitad de los cuales (5
varones y 5 mujeres) provenian de un centro publico, y los restantes de un centro privado,
Ademas, se incluyé estudiantes de diferentes partes del pais, algunos del casco central (San
José), otros estudiantes de las periferias (Alajuela, Cartago, Heredia) e incluso de zonas rurales

(Pérez Zeleddn).
Instrumento

El instrumento estuvo conformado por ocho problemas de razonamiento cuantitativo
(RC), seleccionados a partir de un grupo de problemas de la PHC publicados previamente para
efectos de preparacion de los estudiantes, ya que los problemas utilizados en la PHC son
confidenciales. Se seleccionaron de forma que se tuvieran dos problemas por cada uno de los
procesos de analisis. Se presentan los problemas seleccionados para generalizar (P1, P2), validar
(P3, P4), relacionar (P4, P6) y ejemplificar (P7, P8), en ese orden, para facilitar la secuencia del
analisis posterior. Sin embargo, cabe mencionar que a los estudiantes no les fueron presentados

en este mismo orden.

P.1 Considere la siguiente secuencia numérica:

() () () w2 () () - wm () () ()

Con base en la secuencia anterior, el valor de u4( equivale a

()

100 101

A) 1100 B) 2100 C) D)
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P.2 Observe la siguiente secuencia de figuras, conformadas por cuadrados de lado 3cm,

El I_II_IEIIL IF#IL‘I LITTT]

Si se contindan construyendo figuras siguiendo el mismo patrén, cudl de las siguientes

expresiones representa el area de la figura en la posicion 15
A) 192 cm? B) 405 cm? C) 1224 cm? D) 1620 cm?

P.3 Si p y m son numeros enteros positivos, tales que p + 2 es entero y m =+ 3 es par,
entonces, con certeza,

A) p - m es multiplo de 9. B) p - m es multiplo de 12. () %p es entero. D) 23—7: es par.

P.4 Considere el 4 EPR rectangulo en Py los puntosQyS, talesque P —Q —R,P —S —E,

Q = QR y PS = SE. De acuerdo con la informacién anterior, con certeza,

A)EP < 2QS B) QS < QR C) 2QS > RE D) 2EP > RE

P.5 En una fabrica se tienen 25 cajas que pesan, en conjunto, 75 kg. Si el peso de una Unica
. 1 . . ,
caja se reduce en 3 kg, entonces, con certeza, el peso promedio de las cajas seria

A) mayor a 2,5 kg, pero menor a 3 kg. B) igual a 3 kg.
C) mayor a 3 kg, pero menor a 3,5 kg. D) igual a 3,5 kg.

P.6 Si m es un numero entero que satisface la desigualdad —2 < m + 5 < 2, entonces, la
cantidad de posibles valores de m es

A)2 B) 3 C)4 D)5

P.7 Sea x un nimero real y sea z = x(x + 1)(x — 1). Si x € [0, 1], écudl de las siguientes
condiciones se cumple para z?

A) Es estrictamente positivo. B) Es positivo en algunos casos y cero en otros.
C) Es estrictamente negativo. D) Es negativo en algunos casos y cero en otros.

P.8 Un conjunto de 8 datos estd compuesto por los valores 0, 1 y 2. Este conjunto tiene como
promedio 0,5. De acuerdo con la informacién anterior, con certeza, la cantidad de datos
que toman el valor 0 es

A)3 B) 4 Q)5 D)6
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Procedimiento

Los problemas del instrumento fueron juzgados por tres jueces expertos, profesores de
matemadtica con experiencia en el constructo de RCy en trabajos con la prueba de la que derivan
este tipo de problemas. Los mismos fueron capacitados en los procesos de analisis asociados al
RC. Realizaron primeramente un analisis individual de los problemas, y luego se reunieron para
decidir grupalmente los procesos esperados en aquellos problemas en los que no hubo acuerdo
en el analisis individual.

Posteriormente se aplicd una entrevista cognitiva, a cada estudiante, para conocer los
razonamientos utilizados para resolver dichos problemas. Para ello, se convocd a cada uno de
los participantes a una reunion de mdaximo 90 minutos, para resolver los problemas
seleccionados bajo el protocolo de pensamiento en voz alta. El procedimiento consiste en que
la persona debe comunicar en el momento y en voz alta a) todas las ideas que estd pensando
para resolver un problemas y b) la forma en que esta resolviendo el problema. Durante la
resolucidon de un problema, el entrevistador solo podia intervenir cuando la persona llevara
aproximadamente 20 segundos en silencio, para solicitarle que indicara lo que estaba pensando.
En este trabajo solamente se aplicé el reporte verbal concurrente, en el que el sujeto
Unicamente describe en el momento lo que va realizando.

Las entrevistas se aplicaron de forma virtual. Al inicio de la sesidn se completé el
consentimiento informado, avalado por el Comité Etico Cientifico de la UCR. Durante la
resolucidn de las preguntas, los estudiantes enfocaron la cdmara a sus hojas de trabajo en las
cuales efectuaban sus resoluciones y tomaban notas.

El paso previo al analisis de los datos fue la transcripcion de las entrevistas, realizada por
asistentes de investigacion con formacién en matematica, lo cual permitié que comprendieran
los audios apropiadamente. Ademas, la transcripcion fue revisada por el entrevistador para
garantizar la fidelidad de esta.

El primer paso del analisis fue definir los ejes tematicos de las entrevistas (Seid, 2016), los
cuales fueron las soluciones a un problema particular. Luego, para cada problema, se realiza una
codificaciéon de los procedimientos de solucién especificos realizados por cada estudiante. En
esta etapa se etiquetan pasajes relevantes de las soluciones con palabras y frases, que luego se
agrupan en categorias denominadas: procedimientos de solucion. Esta etapa permitio
determinar cuantos estudiantes utilizaban cada procedimiento en el problema especifico.
Posteriormente, se determina a cudl de los procesos de andlisis establecidos corresponde cada

procedimiento (cuando sea posible hacer la correspondencia). Esta metodologia permitié
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determinar el porcentaje de estudiantes que utilizé cada proceso en un problema determinado.
Ademas, analizar el porcentaje del estudiantado que utilizé el proceso predicho por los expertos.
Las estadisticas descriptivas de este trabajo se utilizan para resumir las frecuencias de
presentaciéon de cada uno de los procedimientos de resolucién y procesos de analisis observados

en las actuaciones de los estudiantes, pues el foco son los procesos de resolucién y de analisis.

Resultados

En respuesta al objetivo de conocer si los procesos de resolucién ejecutados por los
estudiantes en la PHC corresponden con los esperados, segun el equipo de expertos.
Identificamos los procedimientos utilizados en cada problema por cada estudiante, los cuales
clasificamos en categorias y presentamos en este apartado con su concordancia con lo
mencionado por los jueces.

Para los problemas P1 y P2 los jueces asignaron el proceso de generalizacién, debido a
que para ellos el procedimiento esperado es que el estudiante determine el patrén de la
secuencia y lo aplique para calcular el valor del término solicitado. En P1 los estudiantes
presentaron tres procedimientos distintos para esta generalizacidn, el primero consistié en (A)
generalizacion con casos auxiliares, en el cual se realizaron algunos casos particulares, se nota
un patrény se generaliza. El segundo, consistid en (B) generalizacion directa, basada en observar
Unicamente los casos dados en busca de una regularidad y generalizar, sin necesidad de realizar
mas casos particulares. La poblacidn restante realizé (C) combinacion de procedimientos de
generalizar y validar. En este caso observaron los casos dados, notaron regularidades (paso
previo a la generalizacidn), pero no logran generalizar y optaron por analizar las opciones, lo cual
presentd elementos de dos procesos: generalizar y validar, ya que se analiza la secuencia dada
y se estudia el valor de verdad de las afirmaciones.

Entre las frases que definieron el procedimiento A estuvieron “vamos a hacer una mas”,
“voy a hacer un poco, para notar el patrén”. Mientras en la solucion B estuvieron frases como
“se van a cancelar el 1¥ numerador con el 2% denominador, el 2% numerador con el 3¢
denominador y asi”, sin necesidad de mas casos particulares, lo cual permite asociar ambos
razonamientos con el proceso de generalizar. En la Figura 1 se presentan ejemplos de los
procedimientos A y B, el C no se representa puesto que el estudiante realiza el andlisis

mentalmente y no aporta evidencia escrita.
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Figural

Procedimientos A 'y B asociados al primer problema de generalizacion
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En el problema P2 la mayoria del estudiantado utilizé el proceso de generalizar, pero se
identificaron tres procedimientos de resolucién distintos, el primero es (A) generalizacion
directa, observan los casos dados, identifican un patrén en la estructura geométrica y con esto
generalizaron para determinar la estructura de la posicion 15 y su area. El otro es (B)
generalizacion exhaustiva, observan los casos dados, identifican un patrén en la secuencia
numeérica, y contintan calculdndolo, uno por uno, hasta la posicién 15. (C) La poblacién restante
intentd observar los casos dados e identificar alguna regularidad, pero no logré la
generalizacién.

Algunas frases que definieron el procedimiento A fueron “se va a agregando una fila mas”,
“en cada fila, de abajo hacia arriba, va disminuyendo un cuadrito”, “siempre la fila de abajo va a
ser el nimero mas 1”, mientras en el B algunas como “pasa de 3 a 6, de 6 a 10, del 10 al 15",
“esto avanza en 3, luego suma 4, luego 5, ...”. Permiten diferenciar entre los procesos basados
en estructura geométrica o en secuencias numéricas. La Figura 2 presenta ejemplos de los
procedimientos sefalados.

En los problemas asociados al proceso de validar, se presentd coincidencia entre lo
planteado por los expertos y lo observado. Para P3 los expertos lo consideraron de validar
debido a que esperan que el estudiante analice el valor de verdad de cada opcién, no obstante,
indicaron que podria haber elementos de otros procesos debido a la forma en que se utilice la
informacién del enunciado. La mayoria del estudiantado recurrié a una combinacion de
procedimientos de ejemplificar y validar (Figura 3, A), pues se dan valores que cumplen las
condiciones dadas y los utilizan para validar las alternativas. Otros utilizaron una combinacion
de procedimientos de relacionar y validar (Figura 3, B), pues extraen la informacién dada en el

enunciado y validan con ella opcién por opcidon. Ambos asociados al proceso de validar en
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conjunto con otro proceso. Los restantes utilizan procedimientos de relacionar (Figura 3, C), pues
plantean representaciones para la informacion dada y las relacionan entre ellas, determinando

directamente que p - m es multiplo de 12.

Figura 2

Procedimientos A y B asociados al sequndo problema de generalizacion
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Respecto al procedimiento A, los estudiantes mencionaron frases como “doy valores a p

” u

y m hasta que se descarten las opciones”, “si alguno de los casos no se cumple lo descarto”, y
en relacién con la solucién B frases como “probar una por una”, las cuales permitieron asociar

su razonamiento con validar. La Figura 3 presenta ejemplos de los procedimientos sefalados.

Figura 3

Procedimientos A, B 'y C asociados al primer problema de validacion
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Para el P4 los expertos indican el proceso de validar, dado que se debe analizar
puntualmente el valor de verdad de cada opcién. Todos los estudiantes utilizaron parcialmente
el proceso de validar para resolver este problema, pues se concentraron en determinar la
veracidad de las opciones de respuesta. Respecto a los procedimientos observados, la mitad usé
(A) procedimientos de relacionar y validar, pues validaron cada una de las opciones
estableciendo relaciones entre las medidas mediante cadenas de argumentos; otros usaron (B)
procedimientos de relacionar/ejemplificar y validar, pues validaron las opciones estableciendo
relaciones entre las medidas mediante una cadena de argumentos o utilizaron la ejemplificacion
en algunas de las alternativas para determinar su veracidad, ya sea mediante el analisis de casos
o la busqueda de contraejemplos. Los restantes recurrieron a (C) procedimientos de ejemplificar
y validar, dieron valores a los lados de los triangulos y con ellos verificaron las desigualdades
dadas en las opciones.

En relacién con la solucion A (Figura 4), los estudiantes mencionaron frases como “no se
cumple porque son iguales”, “la hipotenusa siempre va a ser mas grande que el cateto”
correspondiente al proceso de relacionar. En la solucion C mencionaron frases como “ponerles
valores” correspondiente a ejemplificar, mientras en la B mencionaron ambos tipos de frases

pues echan mano de ambos procesos para validar.

Figura 4

Procedimientos A 'y C asociados al sequndo problema de validacion
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Para el P5 los expertos sefialan relacionar debido a que la solucién se basa en el
planteamiento y analisis de la férmula del nuevo promedio en contraste con el promedio inicial.
El procedimiento que mas utilizaron los y las estudiantes fue (A) plantear relaciones y hacer
inferencias, este consistid en calcular el promedio inicial, para luego deducir que, con el cambio,
el otro promedio debe disminuir, sin calcularlo de forma exacta. Algunos utilizaron la variacion
en la formula del promedio para realizar sus inferencias mientras otros utilizaron las opciones
de respuesta. El otro procedimiento fue (B) plantear e integrar relaciones, ya que determinaron

los promedios antes y después del cambio en el peso y los compararon.
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El procedimiento A fue determinado por frases como “si divido 74,5 entre las 25 cajas,
ese tiene que ser el nuevo promedio”, “como ahora es menor a 75, no puede dar 3”. Por su
parte, el procedimiento B se evidencié en frases como “voy a dividir eso entre las 25 cajas, cada
caja pesa 3”, “es como 2,98 entonces es menor”. Claves para asociar estos razonamientos con

el proceso de relacionar. La Figura 5 presenta ejemplos de los procedimientos sefalados.

Figura 5

Procedimientos A y B asociados al primer problema de relacionar
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Los expertos clasificaron el P6 en relacionar pues plantean que hay que establecer varias
ecuaciones para obtener los valores de m. Al analizar los procedimientos de los estudiantes se
determina que en las soluciones que se obtienen de procedimientos distintos a la aplicacion de
algoritmos especificos, el problema corresponde 100% al proceso de relacionar. Identificando
tres procedimientos distintos que utilizaron los estudiantes para dar respuesta al problema.

El primero fue (A) utilizar algoritmos especificos, ya que resolvieron directamente la
inecuacién, para determinar los valores que la satisfacen; este es un procedimiento mas
memoristico que de razonamiento. El segundo procedimiento es (B) plantear e integrar
relaciones, debido a que el estudiantado establecio varias relaciones de los posibles valores de
m+5, para posteriormente determinar los valores de m. El tercer procedimiento consistié en (C)
plantear relaciones y hacer inferencias, ya que realiza un procedimiento similar al B por medio
de una cadena de argumentos, e infiere que no necesita determinar valores de m.

Con respecto al procedimiento A, los estudiantes mencionaron frases como “es mayor
que -7 y es menor que -3”, “los valores que estan ahi, enteros son -6, -5, -4”; en cuanto al
procedimiento B, frases como “m+5 puede tomar valores desde el -1 hasta el 1” y, con respecto
al procedimiento C frases como: “entre -2y 2, estd el -1, 0 y el 1, agarro numeros del centro,

tendria 3 opciones”. La Figura 6 presenta dos ejemplos de los procedimientos sefalados.
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Figura 6

Procedimientos A 'y B asociados al sequndo problema de relacionar
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El ultimo par de problemas corresponden a los planteados para el proceso de ejemplificar,
estos no presentaron mucha coincidencia entre lo planteado y lo observado.

Los expertos consideran que P7 es de ejemplificar debido a que la bisqueda del conjunto
es compleja, en comparacion con analizar dos casos (el cero y un nimero positivo) y descartar
opciones. El procedimiento utilizado por la mayoria del estudiantado fue (A) plantear y analizar
ejemplos, en esta estrategia explicitamente se plantearon ejemplos apropiados y se realizaron
inferencias a partir de su analisis. Los restantes optaron por (B) utilizar algoritmos especificos,
ya que utilizan procedimientos matemadticos especificos para abordar el problema presentado.

En el procedimiento A, los estudiantes mencionaron frases como “un extremo es cero,
pero tengo que saber si los valores son o para arriba o para abajo”, “intentar conun %, ..., va a
ser negativo”, y con relacion al B frases como “x-1 siempre va a ser negativo y los demas

positivos”, “multiplicar negativo por positivo y positivo, da negativo”. La Figura 7 presenta

ejemplos de los procedimientos sefialados.

Figura 7

Procedimientos A 'y B asociados al primer problema de ejemplificar
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Para el P8 los expertos indicaron que el proceso de resolucién del problema es
ejemplificar debido a que el estudiantado debe generar los ejemplos del conjunto en el que los
valores del promedio sea 0,5. El procedimiento utilizado por la mayoria fue (A) hacer inferencias
de la relacion y construir ejemplos, ya que utilizaron la férmula del promedio para obtener
informacidn atil para la estructura de los casos vy, asi, generar las soluciones posibles de una
forma metddica. Otros utilizaron el procedimiento de (B) construir y analizar ejemplos, este
consistid en crear ejemplos del conjunto con datos cuyos promedios satisfacen la condicidn
establecida. Los restantes acuden a (C) combinacion de procedimientos de ejemplificar y validar,
ya que probaron en cada una de las alternativas construyendo ejemplos para determinar si se
satisfacen las condiciones dadas.

Con relacién al procedimiento A, los estudiantes mencionaron frases como “buscar un
numero, que dividido entre 8 de 0,5, es 4”, “tengo que llegar hasta 4, entonces, seria un 2 y dos
1 para que sume 4”, “los demas tienen que ser ceros”, que permiten asociar sus procedimientos
al proceso de relacionar. En el B mencionaron frases correspondientes a ejemplificar como:
“seria probar casos”, mientras en el C mencionaron frases como “en el caso que 0 sea 3, ...”,
“luego los unos y dos, serian un... no se podria”, “tiene que aparecer al menos una vez,
entonces...”, que permiten asociar al proceso de validar. En la Figura 8 se presentan ejemplos

de los procedimientos sefialados.

Figura 8

Procedimientos A, B y C asociados al segundo problema de ejemplificar
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En respuesta al objetivo de analizar los problemas de RC planteados para asociarlos a los
procesos de analisis requeridos. En cuanto a la asignacidn de los jueces expertos, se obtuvo que
los procesos indicados por los expertos coincidieron con los establecidos en el disefio del
instrumento para cada problema.

Se determina que en los problemas de generalizar el estudiantado efectivamente recurre
al proceso sefialado, como proceso de analisis principal. Para el segundo de los problemas,
destaca que el primer procedimiento (A) que implica mayor abstracciény, por tanto, el esperado
en los estudiantes, fue el que se presenté con mayor frecuencia en todos los subgrupos. Aunque,
algunos no logran una generalizaciéon algebraica, sino que utilizan procedimientos aritméticos
recursivos para llegar al valor buscado.

Para el primer problema de validar, el procedimiento (A), apoyado en la ejemplificacién,
gue se considera menos elaborado, es el que se presenta en mayor medida. En oposicion al
procedimiento C, el mds complejo de los tres, que se presenta Unicamente en dos estudiantes.
Un 5% de los estudiantes no logra plantear una estrategia para dar respuesta a este problema.

El segundo problema de validar fue en general el que tomd mas tiempo a los estudiantes,
en términos de ejecucién, al haber una gran carga de interpretacién. Se requeria comprender
los datos y realizar la representacion de la figura, una vez esto se debia analizar las relaciones
entre las medidas de los segmentos y posteriormente validar cada una de las opciones, cada una
de las cuales requeria un andlisis bastante detallado. Aquellos alumnos que manejaban ciertas
propiedades de los tridngulos tenian ventaja y acudian al procedimiento A, que era mas
simplificado, pero requeria mayor dominio y comprension del contenido. El proceso B se
apoyaba de la ejemplificacidn al haber carencias en el dominio del contenido. Mientras el C era
una salida para quienes no manejaban las propiedades matematicas requeridas.

En el primer problema de relacionar ambos procedimientos corresponden al proceso
asignado y concuerda con los propuestos por expertos. Pero en el segundo problema, domina
el procedimiento de uso de un algoritmo conocido, lo cual no corresponde con lo esperado.

Para el primer problema de ejemplificar, el 5% del estudiantado no logré resolverlo y solo
un 60% del estudiantado utilizé un procedimiento cercano a la ejemplificacién.

La Tabla 1 resume los porcentajes de jueces y estudiantes que utilizaron los
procedimientos enunciados en cada problema. Se encontraron algunos elementos que pueden
ser considerados para futuros estudios, pues en este caso se observan, pero no son
representativas en una muestra tan pequefia. Estos corresponden a la comparacion de los

porcentajes de uso de los procedimientos propuestos, segin género y centro de ensefianza de
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procedencia. Para esto se considera Unicamente los procedimientos en el que el porcentaje de
uso en un grupo hubiera diferido con el del otro grupo en un 40% o mas (es decir, que el

procedimiento fue utilizado en uno de los dos grupos por al menos 4 estudiantes mas).

Tabla 1

Porcentaje de estudiantes que utilizé cada procedimiento, segun el problema

Expertos Total Mujeres Varones Privado Publico

% % % % % %
Problema 1 de generalizar
Generalizacidn con casos auxiliares 0 55 70 40 60 50
Generalizacidn directa 100 35 10¢c 60¢ 30 40
Combinacién de procedimientos de 0 10 20 0 10 10
generalizar y validar 2
Problema 2 de generalizar
Generalizacidn directa 33 70 60 80 60 80
Generalizacion exhaustiva 67 20 30 10 30 10
Paso previo a generalizacion 0 10 10 10 10 10
Problema 1 de validar
Combinacién de procedimientos de 67 20 10 30 20 20
relacionar y validar 2
Combinacién de procedimientos de 33 70 80 60 70 70
ejemplificar y validar @ o
Procedimientos de relacionar ° 0 10 10 10 10 10 9
Problema 2 de validar Srox
Combinacién de procedimientos de 33 50 40 60 40 60 =
relacionar y validar 2 I=$
Combinacién de procedimientos de 33 25 40 10 40 10 .
ejemplificar y validar @ aQ
Combinacién de procedimientos de 0 20 10 30 20 20 8
relacionar, ejemplificar y validar @ =
Relacionar 33 0 0 0 0 0 g
Problema 1 de relacionar .
Plantear relaciones y hacer inferencias 33 70 70 70 80 60 _g
Plantear e integrar relaciones 67 30 30 30 10 40 =]
Problema 2 de relacionar ;
Utilizar algoritmos especificos ° 0 60 70 50 60 60 \go
Plantear e integrar relaciones 50 35 30 40 30 40 o
Plantear relaciones y hacer inferencias 25 5 0 10 10 0 %
Ejemplificar 25 0 0 0 0 0 B
Problema 1 de ejemplificar o
Relacionar 33 0 0 0 0 0 A
Plantear y analizar ejemplos 67 60 60 60 70 50 ‘0
Utilizar algoritmos especificos ® 0 35 30 40 30 40 .gb
Problema 2 de ejemplificar %
Hacer inferencias de la relacidn y construir 33 70 70 70 90¢ 50¢ =
ejemplos ? ©
Construir y analizar ejemplos 67 15 20 10 0 30 3
Combinacién de procedimientos de 0 15 10 20 10 20 he)
ejemplificar y validar 1:-:,;
(W]
aProcedimiento asociado al proceso que representa el problema segln expertos, pero combinado con -8
otro proceso. P Procedimiento no asociado al proceso que representa el problema segin expertos. S
¢ Porcentajes de los grupos de una misma categoria cuyas diferencias fueron mayores o iguales a 40. '%
[a'4
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Con respecto al género, Unicamente el problema 1 de generalizar presentd diferencias
considerables en un procedimiento. Los varones utilizaron en mayor medida la generalizacion
directa que las mujeres (60% contra 10%), para compensar esta situacion las mujeres utilizaron
otros como generalizacion con casos auxiliares y combinacion de procedimientos de generalizar
y validar.

En cuanto a la comparacién por centro de ensefianza de procedencia se observa
diferencias considerables el problema 2 de ejemplificar. El estudiantado procedente de centros
privados utilizé en mayor medida hacer inferencias y construir ejemplos (90% contra 50%). En
este problema se utilizaba ese procedimiento al deducir reglas de la condicién dada (el promedio

de 8 datos) antes de construir los ejemplos, lo cual permitia una construccion mas eficiente.

Discusion y conclusiones

Esta investigacion permitid explorar la coincidencia de los procesos de andlisis utilizados
por la mayoria del estudiantado al resolver problemas de RC en contraste con los asignados por
expertos. Este trabajo es de suma importancia para los departamentos de evaluacion de
procesos de razonamiento, ya que muchas veces se plantean una distribucion de procesos en
las evaluaciones, pero en la realidad el estudiantado utiliza formas alternas de pensamiento.

Destaca la precision de los expertos al determinar el proceso de solucidn que utilizaria la
mayoria del estudiantado. Los procedimientos observados en los problemas correspondieron
en su mayoria con los predichos por los expertos. En conclusidn, la definicién de los procesos
fue apropiada para predecir los procesos de solucidn del estudiantado.

Solo en el P6 el procedimiento mas utilizado no correspondio al esperado, pues tuvo como
procedimiento dominante el uso de un algoritmo conocido, lo que no correspondia con lo
estipulado. Esta situacion se debid a que los expertos no consideraron que el estudiantado
conocia un algoritmo especifico para resolver el problema. Esta situacion debe ser analizada con
cautela por el equipo constructor de la PHC, debido a que una parte considerable del
estudiantado podria estar resolviendo un problema sin utilizar el RC, contrario al objetivo de la
prueba. A partir de lo anterior, se recomienda estudiar si los problemas representan problemas
clasicos de algun contenido, para evitar incluir aquellos que no movilicen el RC sino solo la
reproduccion de algun algoritmo conocido.

Se destaca que los expertos no plantearon la posibilidad de combinacidn de procesos en
resolucidn a un problema, aspecto encontrado en los problemas de validar y en un item de

ejemplificar. En estos problemas, los expertos predijeron correctamente un proceso, pero no
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consideraron otro inmerso. No obstante, a los expertos se les solicitdé que seleccionaran el
proceso mas relevante en los problemas, lo cual pudo desincentivarlos a proponer
combinaciones de procesos.

Otro punto importante corresponde a la caracterizacion de los procesos dada por los
procedimientos observados en la codificacién de las entrevistas. Respecto al proceso de
generalizar, se obtuvo que fue ejecutado con tres procedimientos distintos: generalizacidn
directa, generalizacién con casos auxiliares y generalizacién exhaustiva. La diferencia entre los
tres procedimientos es la cantidad de casos que utilizan para obtener el término de interés y la
forma en que se construye la regla de formacién de la sucesion. En el primer procedimiento
basta con los casos proporcionados en el item para crear la regla de formacion de la sucesién;
en el segundo, el estudiantado prefiere crear casos adicionales siguiendo la secuencia, hasta
descubrir la regla de formacién; en el tercero, se calculan todos los casos previos al término de
interés y no se descubre la regla de formacion. El Ultimo es menos eficiente, pero es una forma
valida para obtener la solucidn del problema.

En los problemas de validacion se observa que los procedimientos asociados demandan
el andlisis del valor de verdad de las proposiciones (definicidon del proceso de validar) y de algun
elemento de los otros tres procesos generales estudiados. En consecuencia, se concluye que por
lo general este proceso estd enlazado con otro(s) proceso(s), por tanto, los problemas asociados
a este requieren ser categorizados como procesos mixtos. Otro punto importante, respecto a
validar, es que una fraccién del estudiantado lo utiliza cuando no logra resolver un problema de
manera directa. En estos casos, recurren a las opciones de los problemas, plantean enunciados
y tratan de analizar el valor de verdad. Este procedimiento se observé en un item de generalizar
y en otro de ejemplificar. Mostrando que en los problemas de opciédn multiple es posible que
algunos estudiantes utilicen el proceso de validar, a pesar de que el proceso esperado sea otro.

En cuanto a relacionar, hubo dos procedimientos asociados: plantear relaciones y hacer
inferencias y plantear e integrar relaciones. Estos indicaron que el proceso relacionar se
caracterizé por la necesidad de plantear relaciones. Luego, se pueden abordar los problemas
por medio de hacer inferencias basadas en conocimiento matemadtico o la integracion de las
relaciones hasta llegar a la solucidn buscada. El uso de inferencias se vuelve util cuando se busca
una propiedad de la respuesta; en los casos en que se busca una solucién numérica especifica,
el uso de inferencias puede ser insuficiente.

Por ultimo, el proceso de ejemplificar se trabajé con dos procedimientos propios: plantear

y analizar ejemplos y construir y analizar ejemplos. La diferencia entre ambos correspondié a la
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complejidad en los casos seleccionados, en el primer procedimiento se requiere Unicamente
sustituir valores en una férmula, mientras que, en el segundo, hay que elaborar un caso que
satisfaga un conjunto de condiciones. Posterior a la seleccidn de los ejemplos, se debe realizar
un analisis de estos que permita llegar a la solucién del problema. Hubo un procedimiento en
un item de ejemplificacidn que tuvo elementos de los procesos de relacionar y ejemplificar:
hacer inferencias de la relacion y construir ejemplos. Este procedimiento permitid llegar a la
solucidn del problema de una forma mas eficiente. Por tanto, en el item, que se presenté este
procedimiento, se decidié plantear como un item con procesos mixtos.

El ultimo punto es sobre las diferencias en los procedimientos entre grupos de poblacién.
Con respecto a las diferencias por dependencia del centro de ensefianza de procedencia, los
estudiantes provenientes de centro privado utilizaron en mayor porcentaje un procedimiento
mas eficiente, que demandaba el uso de inferencias a partir de una relacién para la construccion
de ejemplos. Este procedimiento pudo ser mas utilizado por esta poblacién debido a que esta
mds acostumbrada a realizar analisis de expresiones matematicas. Ademas, este procedimiento
demanda hacer una valoracién general del problema antes de la ejecucién de la solucién, lo cual
es una parte de la resolucion de problemas no rutinarios; pero esto tipo de problemas
generalmente son poco tratados en los centros publicos. Lo cual, puede asociarse al uso de
heuristicas, por medio de las cuales los estudiantes ejecutan una serie de atajos para identificar
respuestas plausibles en lugar de aplicar algoritmos que puede que en su momento no
dispongan, dentro de sus posibilidades, los algoritmos de forma completa para dar respuesta a
ciertos planteamientos (Roberts, 2008). Esta situacién advierte que el RC puede estar siendo
subestimado en algunos colegios, debido al alto énfasis en la ensefianza de algoritmos.

Por otro lado, se observé que los varones realizaron con mas frecuencia el procedimiento
de generalizacion directa que las mujeres. En este punto se puede mencionar que la autoeficacia
en las mujeres suele presentar promedios mds bajos que en los varones, debido a factores
variados como se menciona en Montero-Rojas et al. (2021) “los estereotipos culturales pueden
afectar la autoeficacia de las mujeres en matematica a través de las actitudes mantenidas por
importantes agentes de socializacidn como pares, padres y madres, y profesores o profesoras”
(p.5), lo cual puede repercutir en que presenten dudas para inferir la férmula de formacion de
la secuencia con unos pocos casos. Esta situacion refleja como los factores educativos pueden
repercutir en la seleccidon de procedimientos de solucion.

En conclusidn, este trabajo presenta una metodologia para evaluar los criterios de un grupo

de expertos sobre los procesos de razonamiento subyacentes a la mayoria del estudiantado con
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niveles altos de habilidad. Esta metodologia permitido mejorar la comprension de los procesos y la
generacién de nuevos puntos para ser tomados en cuenta en préximos juzgamientos. Como
posibles vias de continuidad, se plantea a futuro replicar este estudio con una muestra aleatoria,

para determinar si se mantienen las diferencias por género y centro de ensefianza.
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